HET GEBRUIK VAN EEN COMPUTERALGEBRA.
Een computeralgebra is een softwarepakket waarmee je symbolisch en numeriek kunt rekenen.

Bekende programma’s zijn : DERIVE, MATHEMATICA, en MAPLE.

Wij introduceren in deze cursus het programma DERIVE.

Dit betrekkelijk kleine programma stelt je in staat om de meest tijdrovende formule-

manipulaties en getalbewerkingen foutloos en in korte tijd uit te voeren.

Je kunt met dit programma differentiëren, integreren, (differentiaal)vergelijkingen oplossen,

stelsels oplossen, grafieken tekenen en nog veel meer.

Vergeet echter niet dat een gedegen kennis van de theorie nodig is om het programma 

optimaal te benutten.

We gaan er bij de inleiding vanuit dat je vertrouwd bent met het werken met windows.

LES 1 : INLEIDING
We gaan hierna het programma DERIVE starten. Bedenk dat je tussen dit scherm

en het Derive scherm kunt switchen met  <Alt><Tab>.
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In het bovenste deel van de werkbalk lees je dat je in het Algebrascherm bent.

Op de tweede regel bevinden zich de rolmenu’s  File , Edit, Insert, Author enz.

Daaronder bevinden zich een aantal buttons. (sneltoetsen)

Onder in beeld zie je een werkbalk voor de invoer van expressions (uitdrukkingen).

Klik in deze werkbalk en voer in sin(t) en geef <enter>
Er verschijnt nu in het algebrascherm:

#1 sin(t)

We noemen dit het invoeren van een expressie. 

Voer met de invoerbalk achtereenvolgens de uitdrukkingen in: 

 
x^2    

sqrt(x)

#1+#2

f(x):= #1 

Kijk wat er gebeurd is en ga na dat je een willekeurige uitdrukking kunt aanklikken.

Met klikken binnen een uitdrukking kun je ook onderdelen van die uitdrukking

aanklikken.

Klik #3 aan , klik in de invoerbalk  en (functietoets) <F3> 
Je ziet dat je op deze manier met <F3> het verlichte deel van een uitdrukking naar

het venster kunt kopiëren.

Probeer het zelfde ook met <F4>, de expressie komt nu tussen haakjes.

e kunt een uitdrukking verplaatsen door ‘vast te klikken’ met je muis en verticaal 

naar de gewenste plaats te bewegen. 

Met Edit, Delete  verwijder je uitdrukkingen. 

Verwijderen gaat ook met : 
[image: image2.png]



Met Options, Renumber wordt de nummering aangepast. Je kunt dat aan of uitzetten.

Verwijder nu alle uitdrukkingen en voer in  
    x^2-3x-4
Ga naar Simplify, Variables Substitution of de sneltoets SUB.

Men geeft hier x al aan als variabele. Vul als waarde in : 5 en geef  OK

Je ziet nu :




#2   (5)^2-3(5)-4

Loop met de muis langs de sneltoetsen en ga na dat 

  simplify is.

Vereenvoudig  met deze sneltoets   #2.
Vul voor x in  #1 ook  (7 in , zoek de sneltoets Approximate en bekijk het verschil 

met Simplify. 

Voer in    f(t):=sin(t)  en schrijf op de volgende regel f((/2)  en Simplify. 

Je krijgt ( met <Ctrl>p of onder uit het scherm
Tenslotte voor deze paragraaf laten we zien hoe je kunt ontbinden in factoren en de haakjes

weer kunt wegwerken. 

Voer in :   x^2-3x-4

Simplify,factor,factor. Geeft: (x-4)(x+1)

Bewerk deze laatste uitdrukking met:   


Simplify,Expand,Expand.
Als bij ontbinden alleen gehele  of gebroken getallen voorkomen dan noemen

we dat een rationale ontbinding.








Voer nu in    x2+2x-5 en voer uit Simplify,factor,factor.
Dan herhaalt Derive de uitdrukking.

Bekijk nu het venster Simplify,factor  dan zie je dat Amount is ingesteld op Rational.
Verander dit in Radical en voer bovenstaande bewerking nogmaals uit.

Er volgt  :    

. Er wordt nu ontbonden in Reële getallen.

Breuksplitsen.

We zullen in de loop van de opleiding vaak het begrip breuksplitsen tegenkomen.

Bij breuksplitsen maken we van één breuk een optelling van twee of meer breuken.

Passen we factor toe op 
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Met Expand kunnen we deze breuk splitsen in: 
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Ga na dat 
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Opgaven.
1.1    Voer in de uitdrukking :  x3-x2+2x-1 

a.  Haal met  < F3> deze uitdrukking in het Author,Expression
binnen en verander  x3 in  x4 .

b.  verwijder #1
c.  renumber (daar is ook een sneltoets voor).
d.  Ken aan f(x) de uitdrukking van #1 toe.
e.  Bereken f((2)
f.  Benader f((2)
Opmerking Ga naar Declare/Algebra State/Simplification en


        verander Digits in 10.



Voer nu nogmaals vraag f uit.
1.2   Voer de volgende uitdrukking in :  


a.  Substitueer  :  x=2  ;  z=(      (Opm.  (= <Ctrl>p )

b.  Benader de uitkomst.

1.3   Ontbind de volgende uitdrukkingen:

a.   

    b.  

   c.


( gebruik Complex)

1.4   Pas breuksplitsen toe op :


a   


b.   

  
c.   


LES 2: GRAFIEKENPRIVATE 

We zullenin deze les nagaan hoe we van een uitdrukking een grafiek kunnen maken.

Start met een leeg algebra-scherm. Als het scherm niet leeg is,  sluit dan het scherm en open een nieuw met 
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Voer de expressie  sin(t)  in.

In het Algebrascherm staat nu  :  #1  sin(t) 

Klik op Window, new 2D-plot en in dat venster op Plot  

Klik op Window, Tile Vertically

Merk op dat het aldus verkregen scherm een andere menu-balk en een andere snelmenu-balk heeft dan het algebrascherm.

Het openen van een  2D-plot kan ook in het Algebrascherm met de sneltoets:



Kijk hoe de bovenste werkbalk verandert door op het Algebrascherm of op het

2D scherm te klikken.

Voor je in een van de schermen iets kunt doen moet je het scherm eerst activeren.

Ga naar het 2D scherm en onderzoek wat de werking  is van de volgende sneltoetsen :





Voer in:  x ^(-1)-cos(x).
In het algebrascherm staat nu:        #1   x -1 - cos(x).
De grafiek kan weer worden verwijderd door in de snelmenu-balk op de button 
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 te klikken.

Het tonen en verwijderen van een grafiek kan ook via de menu-balk met edit, delete plot.

Zorg dat in het grafiekscherm de grafiek van 
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getekend is. 

Ga naar het algebrascherm en maak daar als tweede uitdrukking:  #2   x  

Maak vervolgens het grafiekscherm actief en klik in de snelmenu-balk op de [sinus] button.

De verlichte uitdrukking x in het algebrascherm wordt nu getekend.

We gaan nu schatten waar de snijpunten van beide grafieken liggen. 

Allereerst maken we het blikveld van de tekening eens wat groter met de snelmenu zoom-button 


Het is duidelijk. Er zijn maar twee snijpunten.

Via de snelmenu zoom-button   brengen we het blikveld weer terug (inzoomen).

Het uit- en inzoomen gebeurt rondom een focuspunt: het cross.

Dit cross, ons focuspunt dus, kunnen we zelf met de muis aangeven door ter plekke te klikken.

Klik bijvoorbeeld dicht in de buurt van het rechter snijpunt, zo ongeveer op (0.7,0.7). De cross-coördinaten komen ook linksonder in het actieve grafiekscherm te staan.

Het uit- en inzoomen gebeurt rondom de schermpositie van het cross, waarbij dus de positie van het cross op het beeldscherm gefixeerd is. 

Vaak is het wel prettig om deze gefixeerde beeldschermpositie te verleggen naar het midden van het grafiekscherm.

Dat kan via het snelmenu met de 

 button.

(Met de 


  button wordt de oorsprong (0,0) naar het midden van het grafiekscherm verlegd. Daardoor wordt ook het cross op het beeld​scherm verplaatst. Gezoomed wordt er altijd rondom het cross.)

Om het rechter snijpunt goed te kunnen bepalen, zoomen we steeds dieper in. Als het snijpunt van het scherm dreigt te lopen, klikken we in de buurt van het snijpunt een nieuwe crosspositie aan en verleggen dit vervolgens naar het schermmidden door in het snelmenu op de 

 button te klikken.

De waarde van de snijpuntcoördinaten bepalen we door op het snijpunt te klikken, zodat daar het cross komt. Van het cross zijn de coördi​naten linksonder in het grafiekscherm af te lezen: (0.68517,0.68517).

Op dezelfde manier kunnen we ook het minimum van de eerste grafiek in de buurt van (1,0.5) onderzoeken. Daarbij is het goed om af en toe alleen in horizontale of alleen in verticale richting in te zoomen.
Opmerkingen:
-
Als het grafiekscherm actief is, kan men via options, display, grids kiezen uit lijnvormige of puntvormige schalingsaanduiding.

-
Als het grafiekscherm actief is, kan men via options, display, cross kiezen of het focuspunt zichtbaar of onzichtbaar zal zijn.


In zichtbare toestand ziet men een klein plusteken (het cross) op de focuspositie.

-
De sneltoets 
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  in het plot-scherm is trace. Klik deze aan en met de pijltjes kun je nu langs de grafiek lopen.

Het tekenen van impliciete relaties

De Impliciete relaties als x² + 4y² = 9 kun je rechtstreeks plotten.

Het tekenen van parametervoorstellingen

Ook parametervoorstellingen als,  

  kunnen worden getekend. 

We noemen dit een prametervoorstellng omdat x en y van de punten (x,y) zijn uitgedrukt in de parameter t

Voer eerst de uitdrukking      [cos(2t), 2sin(3t)]   in. 

Als je nu wilt Plotten verschijnt er en venster.

Er wordt dan gevraagd om begin- en eindwaarde van de variabele t en vervolgens 

Wordt, na ok, de grafiek getekend.

Als je een functie wil tekenen op een bepaald interval kun je gebruik maken van deze

parameter methode. Teken dan de functie met [x,f(x)] en geef het interval [a.b] op

door middel van de begin- en eindwaarde.

Voer eerst in :   
 f(x):=sin(x)

Vervolgens

[x,f(x)]  

en geef na plot het interval met minimum value 0 en  maximum value 3.14 .

Je krijgt nu alleen de grafiek op 0 tot 3.14


Het tekenen van discrete functies.

Functies waarvan het domein bestaat uit losse punten, zijn te tekenen via een matrixvoorstelling.

De grafiek van de uitdrukking [2,1] is het losse punt (2,1).

De grafiek van de uitdrukking [[2,1], [3,2], [-1,3]] bestaat uit drie losse punten.

Bovenstaande uitdrukking is rechtstreeks via werkbalk in te voeren. 

In het algebrascherm zal het echter als de matrix 
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worden weergegeven. 

Bij het tekenen kan het zijn dat de opeenvolgende punten door lijn​tjes met elkaar zijn verbonden. Om dit uit (of juist in) te schake​len, kan men bij een actief grafiekscherm op de menu-balk voor options, display, points, connect een néé (of juist ja) aanklikken.

In plaats van [[a,b], [c,d], [e,f]] kan men ook de matrix  

 ( hierbij zij a...f  getallen)

invoeren via Author, matrix. Er wordt dan eerst gevraagd om het aantal rijen (3) en het aantal kolommen (2). Vervolgens krijgt men een matrixstructuur voorgeschoteld waarvan men de elementen een waarde kan geven. (Via de tab-toets springt men van element naar element.)

We tekenen de discrete functie  f(n):= 5/n voor n=1,2,.....,11
Voer in  vector([n,f(n)],n,1,11)
Bevestig dit  met [ok], geef daarna simplify, zodat in het algebrascherm de 11 berekende punten als matrix worden weergegeven. Plot deze uitdrukking.

Ga ook na dat het resultaat van vector([2cos(t),2sin(t),t,0,2(,(/8) een zestiental punten oplevert, die gelijkmatig verdeeld zijn over een cirkel met straal 2.

Opgaven

2.1
Los op, zoals in les 1 beschreven: 2x² - 201x + 100 = 0.


Je begrijpt dat van de grafiek van f(x) = 2x² - 201x + 100 het grootste nulpunt niet op het scherm is te zien.


Zoom de grafiek zodanig uit dat zowel beide nulpunten als ook het minimum in beeld zijn. Zoom daarna op het minimum in om de positie hiervan nauwkeurig vast te kunnen stellen.


Bepaal ook al zoomend de snijpunten van f(x) met g(x) = -10x en van f(x) met h(x) = 20x - 5000.

2.2
Teken f(x) = sin(x) op [0,2(].

2.3
Teken van f(x) = tan(x) de hoofdtak.

2.4
Ga na dat [cos(t), sin(t)] een parametervoorstelling is voor 


x² + y² = 1. 


Teken de grafiek voor 0 ( t ( 2(  en voor 0.5( ( t (1.5(.


Controleer het resultaat door de impliciete relatie recht​streeks te tekenen.

2.5
Teken 

           voor n = 1, 2, .., 8.

LES 3  :  Vergelijkingen

Derive is een uitstekend instrument voor het oplossen van vergelijkingen.




Voer de uitdrukking 

 in klik op de sneltoets  Solve         

Je ziet nu het volgende scherm:
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Solution Variables laat zien dat x wordt opgelost, Algebraically zoekt naar een exacte oplossing in de Complexe getallen.

Na OK staat er :   SOLVE(x2  - 3·x + 2 = 0, x)

Simplify geeft nu de oplossingen van de vergelijking    x=1 of x=2.

Je kunt de tussenstap van OK ook overslaan door in het Solve-venster op Solve te klikken.

Oefen met Solve bij de volgende vergelijkingen :




a.   x2-5x-6=0

b.   sin(2x)=½

c.   ex-2=4

Opmerkingen  : 

Bij b geeft Derive de oplossingen op één periode maar er zijn er natuurlijk meer!

Teken met Derive de grafieken van  y=sin(2x) en van y=½ zoek de oplossingen die bij b

gevonden zijn en bekijk waar de andere oplossingen zitten.

Bij c is e het grondtal van de natuurlijke logaritme <Ctrl>e.
Derive noteert: ê

In het Solve venster kun je kiezen uit:

· Algebraically
geeft de exacte oplossingen.

· Numerically
geeft een benadering van een oplossing.

· Either 

geeft de oplossing van een stelsel.


Voer in   cos(x)-x=0   en gebruik weer Solve met de sneltoets.

Je ziet dat de uitdrukking alleen maar wordt herhaald!

Teken de grafiek  y=cos(x)-x
Er blijkt wel degelijk een oplossing te zijn maar deze is niet exact te berekenen!

Gebruik nu Solve,Numerically en je krijgt x=0.739...

Voer in  [image: image14.png]


. en teken de grafiek, er zijn twee nulpunten.

We gaan nu als volgt te werk :

In de grafiek zien we dat één van de nulpunten ongeveer 0.5 is.




We gebruiken  Solve,Numerically en Bounds
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Nu kun je een onder en boven grens opgeven van het gekozen nulpunt.

Wij vullen dus 0 en 1 in.

OK geeft
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en Simplify geeft: 0.537….

Doe dit ook voor het andere nulpunt


 
STELSELS

Stelsels van vergelijkingen zoals:   

  

los je op met  Solve,System via het rolmenu Solve.
Er wordt dan eerst gevraagd hoeveel vergelijkingen en hoeveel onbekenden er zijn.

In dit voorbeeld zijn dat  2 vergelijkingen met 2 onbekenden x en y dus we zetten de tellers op 2 en bevestigen met OK.

We zien nu het onderstaande scherm
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Vul de vergelijkingen 1 en 2 in en klik in het venster Solution Variables .

 OK en Simplify geeft de oplossing. 
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Opgaven.
3.1     
Bepaal de oplossingen van   x3-2x2-x+2=0

Kontroleer de oplossingen door gebruik te maken van ontbinden


in factoren.

3.2
Los de volgende vergelijkingen numeriek op .

a.  e-x-x=0

b.   e2x-ex-2=0

c.   sin(x)= ½x+½

3.3
Bepaal alle oplossingen van :   cos(4t)= 0.7

3.4
Bepaal alle oplossingen van :   sin(t)+cos(t)= 0.5

3.5
Los de volgende stelsels op.

a.   

 

b.   


3.6
Los uit het volgende stelsel de onbekenden I en V op.
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